149 - DETERMINANT. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

Dans toute la legon, K est un corps commutatif, £ est un K-ev de dimension n et on
note A = (a;;) = (¢1,...,¢n) € My (K)

I DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIETES

I.A  Forme linéaire alternée [Berl8]

Une forme n-linéaire est sur E est une application f: Ex Ex---x E —- K
qui est linéaire en chacune des variables

C%([0,1],C) - C
1
] s
0
Une forme n-linéaire f sur E est de plus dite alternée si f(z1, ...

dés qu’il existe ¢ # j avec x; = x;.
On note A, (E) le K-ev des formes n-linéaires alternées sur F.

,mn) =0

dim(A,(E)) = 1

Plus précisément, pour toute base e = (e, ...
linéaire alternée sur F, notée det, telle que

sen) de E, il existe une unique forme n-

det(el7 e 7en) = 1
P

et elle engendre A, (F).

Six; =" a; e, alors :

dgt(zl, e Z e(0)ag(1),1 - - o(n)n

ceS,

79371) =

En définissant le déterminant par cette formule, on peut prolonger la défi-
nition du déterminant d’une famille de vecteurs a coefficients dans un corps & une famille
de vecteurs a coefficients dans une anneau commutatif

La formule nous donne aussi que le déterminant est de classe C* car est
polynomial en les coefficients.

—¢((142)(35) =1

= o O O

0
0
1
0

o oo~ O
_ o o oo
=l eBaoBel S

0 0

des éléments de E. Alors
cy Xp)-

Soit e une base de FE. Soient x1,...,z,

dete(z1,...,2,) s’appelle déterminant dans la base e de (z1, .

Si e et f sont deux bases de F, alors

djgt = dfet(el, coyen) - dgt

Soit e une base de . On a :

det(z1,...,2,) # 0 < (z1,...,2,) est une famille libre < (z1,...,x,) est une base
€

Le fait d’étre une base ne dépend pas de la base dans laquelle on regarde
le déterminant.

I.B Déterminant d’un endomorphisme / d’une matrice [Berl8]

Soit u € L(FE), on appelle déterminant de ’endomorphisme « la quantité

det.(u(er),. .., u(en)), noté det(u) et qui ne dépend pas de la base e de E choisie.
Le déterminant d’une homothétie de rapport A\ est A™.
Le déterminant est un morphisme du groupe (GL(E), o) dans le groupe
(K*, x)

Si A et A’ sont deux matrices semblables, alors detA = det A’
On définit SL(E) comme son noyau, c¢’est donc un groupe.

Soit A € M,,(K), on appelle déterminant de la matrice A le déterminant
de ses colonnes dans la base canonique.

Il y a une dualité entre matrice et endomorphisme. Cette dualité s’ex-
prime parfaitement en considérant pour une matrice A I’endomorphisme de multiplication
a gauche par la matrice A.

I.C Topologie [CG17]

L’appli déterminant est continue sur M., (K).
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L’ensemble des matrices GL, (K) est un ouvert de M,,(K), dense dans
M (K)

SL,, (K) est un fermé de M, (K).
GL,(C) est connexe par arcs.

(
L, (R) n’est pas connexe.

S @

»(R) n’est pas connexe.
SO, (R) est connexe par arcs.

SO3(R) est simple.

II ALGEBRE LINEAIRE

II.LA Cofacteurs, rang [Gril8§]

On peut calculer le déterminant d’une matrice en effectuant des déve-
loppement par rapport aux lignes/colonnes de la matrice A :

-

Viel[ln]]  det(4) = ) (=1)7A;(A)

i=1

ou A,; ;(A) est le déterminant obtenu en enlevant la i ligne et la j¢ colonne de la matrice
A, (—1)"IA,; ;(A) est la cofacteur d’indice 4,5 de A.

10 -3 L
A=1[(2 4 =2 ,COf(1)=+’1 3‘=10
5 -1 3

On appelle mineur d’ordre r de A € M,,(K) le déterminant d’une matrice
extraite de A obtenue en choisissant r lignes et r colonnes.

Par exemple, en choisissant la ligne 2 et 3 et la colonne 2 et 4 de la matrice,
on obtient le mineur § comme suit :

— 1l existe un mineur d’ordre
r non nul
— tous les mineurs d’ordre

s > r sont nuls

On appelle comatrice de A la matrice des cofacteurs de A et elle est noté

Com(A)

‘Com(A)A = (detA)I,

En particulier, si A est inversible, on a :

Si A(

a11
a21

A—l

a12
a22

), avec ajia92 — a12a921 # 0, on retrouve :

_ 1 a22 —asz1
11022 — @12021 \— 412 a11

L’appli déterminant est de classe

C! (méme C®) sur M, (R) et VX, M € M, (R), on a :

d(det)(X)(H) = tr( ‘com(X)H)

II.LB Systémes linéaires (voir 162)[A1102]

Un systéme :

a1121 + ... + ATy = b1

Ap1x1 + ... + QpnTyn = by,

1 2 7 3 (avec A = (a;5) = (€1, ...,¢cn) et detA # 0)
3 4 g )
A=10 3 5 4|,¢6= 1 6l = 14 admet toujours une et une seule solution Vb = (by,...,b,) donnée par les formules de
21 3 6 Cramer :
o det(c1y ooy Cim1, b, Cig1y ey Cn)
Soit A = (¢4, ..., ¢n) € My (K). On appelle rang de A, noté rg(A) la taille ' detA

maximal d’un mineur non nul.
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Permet de mettre sous forme échelonnée.

Calcul aisé du déterminant car dilatation A\ de det A, transposition de
det -1 et transvection de det 1.

II.C Polynéme caractéristique [MM22]

On appelle polynéme caractéristique de A, le polynéme xa(X) =
det(X I, — A).

Si P € GL,(K), alors
XP-1AP = XA
Soient A, B € M, (K). Alors

XAB = XBA

Les racines du polyndéme caractéristique d’un endomorphisme u sont
les valeurs propres de u.

Le polyndéme caractéristique de la matrice compagnon associée au poly-
noéme unitaire P = X" + a1 X" 1+ -4 ag :

0 0 0 ... 0 —ap
1 0 0 ... 0 —a
Cp = € Mn(K)
0 ... O 1 0 —ap—2
0 0 0 1 —ap—

est P

II.D Matrices par blocs [Gril8]

A|B

avec A € My(K) et Ae M, _,(K).

Soient M la matrice d’'un endomorphisme v d'un K-e.v. £ et F' un
sous-espace stable de u. Alors Xy, = Xu-

IILE Norme d’un élément dans une extension de corps [Goz09] le

développement se trouve aussi dans [SamT71]

Ici L/K est une extension finie de corps et o € L.

On note u,, 'application L — L;x — ax de multiplication par o dans
L. Cette application est K-linéaire (un € Lx (L)), c’est de plus un homomorphisme injectif
de K-algebres de L dans Lx(L).

« et p, ont méme polynéme minimal.

On appelle norme de « relativement & K et on note Ny i () le détermi-
nant de .

Il s’agit d’un élément de K.

Soit d € Z tel que Vd ¢ Q. L’extension Q(+/d)/Q est une extension de degré
2 et dont une base est (1,v/d). Soit o € Q(+v/d). Alors 3!(a,b) € Q tel que o = a + bv/d. La

a bd

matrice de o, dans cette base est : ( b a ) On en déduit Ny k(o) = a? — db?

Développement
m—1

En désignant par mg o = X™ + Z a; X" le polynéme minimal de o sur K, dans la K-

=0
base b = (1,a,0a?,...,a™!) de K(a)/K, la matrice de p, est la matrice compagnon
C, associée au polynéme 7k .. En calculant le polyndme caractéristique de la matrice
compagnon, on obtient mx o = X, (polynéme caractéristique dans toute extension L/K
qui contient @), puis N (ay/x (@) = (—1)™ao.

Développement
Si L/K contient un corps de décomposition K (z1, ..., %, )/K de Tk o alors on a une tour
d’extension L/K(z1,...,2m)/K, les relations-coefficients racines donnent Nk (q)/x () =
Zg...T, et la matrice dans une certaine K-base de L de pu,, est diagonale par blocs, avec
[L: K(21,...,2,)] blocs diagonaux Cy. Il sen suit Ny g (a) = (wg . . . @y, ) FHE@1wm)]

III UN OUTIL DE GEOMETRIE

III.LA  Cramer et la géométrie
[Audo6]

coordonnées barycentriques

On appelle barycentre du systéme de points pondérés
n
(A;, Ai)1<i<n 'unique point G € & tel que Z NAG=T0.
i=1

Soient A, B, C' tois points non alignés du
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plan affine. Alors :
det(BC, CM)AM + det(AM, AC)BM + det(AB, AM)CM = 0.
Les coordonnées barycentriques de M € P se

réinterprétent en terme d’aire de triangle dont M est un sommet. Faire un dessin.

Les coordonnées barycentriques
du centre du cercle inscrit sont (A, a), (

B,b),(C,c).

III.B Volume [Sam71]

Soit H un sous-groupe discret de R™, alors H est engendré (comme Z-
module) par r vecteurs indépendants de R™.

faire un dessin dans R?
Un sous-groupe discret de rang n de R™ est appelé réseau de R"

Développement
Soit H un réseau de R™. Soit e une Z-base de H. Le volume V(P

P, —{2@261/0

covolume de H, noté Covol(H).

.) du parallélogramme

a; < 1} est indépendant de la base e choisie pour H. On l'appelle

Développement

e1,e1)

1/2

<617 en>

Covol(H) = | det

<en; 61> <6na' en>

faire un dessin de pavé

Développement,
Soit H un réseau de R™. Soit S une partie mesurable de R™ tel que V(S) > Covol(H).
Alors il existe = et y éléments de S distincts tels que x — y € H.

Soit H un réseau de R™. Soit S une partie mesurable de R™ convexe et
symétrique par rapport a 0. Si V(S) > 2"Covol(H) alors S n H contient un point autre
que 0.

Soit p un nombre premier impair. Alors p est somme de deux carrés si
et seulement si p = 1 (mod 4)

Soient U un ouvert de R™,
et » un C'-difféormorphisme de U sur V = p(U). Alors V est mesurable et pour toute
fonction intégrable f: V — R, on a

| o= | st

)| det(de)(u)|du

Dans R?, on désigne par (r,0) € R* x
les coordonnées polaires et (z,y) = (r cosd,rsinf) les coordonnées cartésiennes.
Soit U (resp. V') un ouvert de R? représenté en coordonées cartésiennes (resp. coordoonées
polaires). Alors,

[0, 27

f Sz, y)dady :‘[ f(rcosé, rsind))rdrdro
U
%

e de = /7

J+OC
III.C Matrices de Gram [Gril8§]

Soit (E,{.,.)) un espace euclidien et {vq,...,v,} une famille ordonnée de
vecteurs de E. On appelle matrice de Gram associée la famille (v1, ..., v,), la matrice

(v1,v1) (v1,vp)
G(Ul, : .

yUp) =

prtn) - (Upr )

On note G(v1, ..., vp) = det(Gram(vy, ..., vp)).

Sur E = L?(Q,7,P) muni du produit scalaire (X,Y) = E[XY], la ma-
trice de covariance d’un vecteur aléatoire X = (Xy,...,X,) est la matrice de Gram de la
famille (X; — E[X4],..., X, — E[X,])

La famille (vy,...,v,) est libre si et seulement si G(vy,...,v,) # 0

Soient {v1,...,v,} une famille libre de E, F' = Vect{v1,...,v,} et € E.
Alors,
d(z, F)? — G(z,v1, ..., vp)
GY(’Ul7 ...,Up)
Soient x1,...,x, des vecteurs dans R".
Alors :
|det(x1,...,z0)] < |21 - .- |2

III.D Résultants [BCG17] et [Ulm18§|

Soit A un anneau commutatif. Soit f, g € A[T]
m

n
deux polyndémes de degrés respectifs n et m. On note : f = Z a; Tl et g = Z b, T". Alors
i=0 i=0

Kylian Prigent

30 mai 2026

8/ 33



la matrice de Sylvester est la matrice

Qn

Syl(f,g) =

Le déterminant de cette matrice est appelé résultant de f et g, noté Resr(f,g)

ag € Mm+n (A) .

bo

On considére 'anneau Q[X,Y, Z] et les polynomes :

f1
f2
fs

Alors :
Resx (f1 , fz)

Resy (Resx (f1, f2), f3)

Z—(X+Y)
X2-2
Y2-3

Y2 -2YZ+2%2-2
74 —1022 +1

Cet outil est particuliérement in-
téressant pour éliminer une variable d’un polynéme multivarié.

La transposée de Syl(f,g) est la matrice de Papplication linéaire :

. A[T]<m X A[T]<n - A[T]<n+m
Prg: (U, V) — Uf+Vg

dans les bases ((T"~1,0), (I"2,0),...,(1,0),(0,7"71),(0,7"72),...,(0,1)) au départ et
(rrtm=1 pnim=2" 1) a larrivée.
Il existe (U, V) € A[X]<m x A[X]<n tels que Res(f,g) = fU + Vg
Res(f,g) = 0si et seulement si il existe U et V' non nuls tels que fU+Vg.

Si A est un anneau factoriel, alors f, g € A[T] sont premiers entre eux si
et seulement si Res(f,g) # 0.
Autrement dit Res(f,g) = 0 si et seulement si f et g ont un facteur commun.

On considére la figure (faire un dessin). Alors
Paire A du triangle ABC vérifie :

A=i\/(a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c).
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