
149 - Déterminant. Exemples et applications.

Dans toute la leçon, K est un corps commutatif, E est un K-ev de dimension n et on
note A “ paijq “ pc1, ..., cnq P MnpKq

I Définitions et premières propriétés

I.A Forme linéaire alternée [Ber18]

Définition 1. Une forme n-linéaire est sur E est une application f : EˆEˆ¨ ¨ ¨ˆE Ñ K
qui est linéaire en chacune des variables

Exemple 2.

C0pr0, 1s,Cq Ñ C

f ÞÑ

ż 1

0

f

Définition 3. Une forme n-linéaire f sur E est de plus dite alternée si fpx1, . . . , xnq “ 0
dès qu’il existe i ‰ j avec xi “ xj .
On note ΛnpEq le K-ev des formes n-linéaires alternées sur E.

Théorème 4.
dimpΛnpEqq “ 1

Plus précisément, pour toute base e “ pe1, . . . , enq de E, il existe une unique forme n-
linéaire alternée sur E, notée dete telle que

det
e

pe1, . . . , enq “ 1

et elle engendre ΛnpEq.
Si xj “

řn
i“1 ai,jei, alors :

det
e

px1, . . . , xnq “
ÿ

σPSn

εpσqaσp1q,1 . . . aσpnq,n

Remarque 5. En définissant le déterminant par cette formule, on peut prolonger la défi-
nition du déterminant d’une famille de vecteurs à coefficients dans un corps à une famille
de vecteurs à coefficients dans une anneau commutatif

Remarque 6. La formule nous donne aussi que le déterminant est de classe C8 car est
polynomial en les coefficients.

Exemple 7. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 1 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
“ ϵpp1 4 2qp3 5qq “ ´1

Définition 8. Soit e une base de E. Soient x1, . . . , xn des éléments de E. Alors
detepx1, . . . , xnq s’appelle déterminant dans la base e de px1, . . . , xnq.

Corollaire 9. Si e et f sont deux bases de E, alors

det
f

“ det
f

pe1, . . . , enq ¨ det
e

Corollaire 10. Soit e une base de E. On a :

det
e

px1, . . . , xnq ‰ 0 ô px1, . . . , xnq est une famille libre ô px1, . . . , xnq est une base

Remarque 11. Le fait d’être une base ne dépend pas de la base dans laquelle on regarde
le déterminant.

I.B Déterminant d’un endomorphisme / d’une matrice [Ber18]

Définition 12. Soit u P LpEq, on appelle déterminant de l’endomorphisme u la quantité
detepupe1q, . . . , upenqq, noté detpuq et qui ne dépend pas de la base e de E choisie.

Exemple 13. Le déterminant d’une homothétie de rapport λ est λn.

Théorème 14. Le déterminant est un morphisme du groupe pGLpEq, ˝q dans le groupe
pK˚,ˆq

Corollaire 15. Si A et A1 sont deux matrices semblables, alors detA “ detA1

Application 16. On définit SLpEq comme son noyau, c’est donc un groupe.

Définition 17. Soit A P MnpKq, on appelle déterminant de la matrice A le déterminant
de ses colonnes dans la base canonique.

Remarque 18. Il y a une dualité entre matrice et endomorphisme. Cette dualité s’ex-
prime parfaitement en considérant pour une matrice A l’endomorphisme de multiplication
à gauche par la matrice A.

I.C Topologie [CG17]

Proposition 19. L’appli déterminant est continue sur MnpKq.
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Proposition 20. L’ensemble des matrices GLnpKq est un ouvert de MnpKq, dense dans
MnpKq

Proposition 21. SLnpKq est un fermé de MnpKq.

Proposition 22. GLnpCq est connexe par arcs.

Proposition 23. GLnpRq n’est pas connexe.

Proposition 24. OnpRq n’est pas connexe.

Proposition 25. SOnpRq est connexe par arcs.

Application 26. SO3pRq est simple.

II Algèbre linéaire

II.A Cofacteurs, rang [Gri18]

Proposition 27. On peut calculer le déterminant d’une matrice en effectuant des déve-
loppement par rapport aux lignes/colonnes de la matrice A :

@j P rr1, nss detpAq “

n
ÿ

i“1

p´1qi`j∆i,jpAq

où ∆i,jpAq est le déterminant obtenu en enlevant la ie ligne et la je colonne de la matrice
A, p´1qi`j∆i,jpAq est la cofacteur d’indice i, j de A.

Exemple 28.

A “

¨

˝

1 0 ´3
2 4 ´2
5 ´1 3

˛

‚ , cofp1q “ `

∣∣∣∣ 4 ´2
´1 3

∣∣∣∣ “ 10

Définition 29. On appelle mineur d’ordre r de A P MnpKq le déterminant d’une matrice
extraite de A obtenue en choisissant r lignes et r colonnes.

Exemple 30. Par exemple, en choisissant la ligne 2 et 3 et la colonne 2 et 4 de la matrice,
on obtient le mineur δ comme suit :

A “

¨

˝

1 2 7 3
0 3 5 4
2 1 3 6

˛

‚ , δ “

∣∣∣∣3 4
1 6

∣∣∣∣ “ 14

Définition 31. Soit A “ pc1, ..., cnq P MnpKq. On appelle rang de A, noté rgpAq la taille
maximal d’un mineur non nul.

Remarque 32.

rgpAq “ r ď n ô

$

’

’

’

&

’

’

’

%

´ il existe un mineur d’ordre
r non nul

´ tous les mineurs d’ordre
s > r sont nuls

Définition 33. On appelle comatrice de A la matrice des cofacteurs de A et elle est noté
CompAq

Théorème 34 (Formule de la comatrice).

tCompAqA “ pdetAqIn

En particulier, si A est inversible, on a :

A´1 “
1

detA
tCompAq

Exemple 35. Si A=
ˆ

a11 a12
a21 a22

˙

, avec a11a22 ´ a12a21 ‰ 0, on retrouve :

A´1 “
1

a11a22 ´ a12a21

ˆ

a22 ´a21
´a12 a11

˙

Application 36 (Différentielle du déterminant). L’appli déterminant est de classe
C1 (même C8) sur MnpRq et @X,M P MnpRq, on a :

dpdetqpXqpHq “ trp tcompXqHq

II.B Systèmes linéaires (voir 162)[All02]
Définition 37 (système linéaire).

Théorème 38 (Méthode de Cramer). Un système :
$

’

’

&

’

’

%

a11x1 ` ...` a1nxn “ b1
...
an1x1 ` ...` annxn “ bn

(avec A “ paijq “ pc1, ..., cnq et detA ‰ 0)
admet toujours une et une seule solution @b “ pb1, ..., bnq donnée par les formules de
Cramer :

xi “
detpc1, ..., ci´1, b, ci`1, ..., cnq

detA

Définition 39 (opérations élémentaires).
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Proposition 40 (Pivot de Gauss).

Remarque 41 (générateur de SLnpKq et GLnpKq).

Exemple 42.

Proposition 43 (complexité).

Remarque 44. Permet de mettre sous forme échelonnée.

Remarque 45. Calcul aisé du déterminant car dilatation λ de det λ, transposition de
det -1 et transvection de det 1.

II.C Polynôme caractéristique [MM22]
Définition 46. On appelle polynôme caractéristique de A, le polynôme χApXq “

detpXIn ´Aq.

Proposition 47. Si P P GLnpKq, alors

χP´1AP “ χA

Proposition 48. Soient A,B P MnpKq. Alors

χAB “ χBA

Proposition 49. Les racines du polynôme caractéristique d’un endomorphisme u sont
les valeurs propres de u.

Exemple 50. Le polynôme caractéristique de la matrice compagnon associée au poly-
nôme unitaire P “ Xn ` an´1X

n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a0 :

CP “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 0 . . . 0 ´a0
1 0 0 . . . 0 ´a1
...

. . . . . . . . .
...

...
...

. . . . . . . . .
...

...
0 . . . 0 1 0 ´an´2

0 . . . 0 0 1 ´an´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

P MnpKq

est P

II.D Matrices par blocs [Gri18]
Proposition 51.

det

ˆ

A B
0 C

˙

“ detAdetC

avec A P MkpKq et A P Mn´kpKq.

Application 52. Soient M la matrice d’un endomorphisme u d’un K-e.v. E et F un
sous-espace stable de u. Alors χu|F

“ χu.

II.E Norme d’un élément dans une extension de corps [Goz09] le
développement se trouve aussi dans [Sam71]

Ici L{K est une extension finie de corps et α P L.

Proposition 53. On note µα l’application L Ñ L;x ÞÑ αx de multiplication par α dans
L. Cette application est K-linéaire (µα P LKpLqq, c’est de plus un homomorphisme injectif
de K-algèbres de L dans LKpLq.

Corollaire 54. α et µα ont même polynôme minimal.

Définition 55. On appelle norme de α relativement à K et on note NL{Kpαq le détermi-
nant de µα.

Remarque 56. Il s’agit d’un élément de K.

Exemple 57. Soit d P Z tel que
?
d R Q. L’extension Qp

?
dq{Q est une extension de degré

2 et dont une base est p1,
?
dq. Soit α P Qp

?
dq. Alors D!pa, bq P Q tel que α “ a` b

?
d. La

matrice de µα dans cette base est :
ˆ

a bd
b a

˙

. On en déduit NL{Kpαq “ a2 ´ db2

Lemme 58. Développement

En désignant par πK,α “ Xm `

m´1
ÿ

i“0

aiX
i le polynôme minimal de α sur K, dans la K-

base b “ p1, α, α2, . . . , αm´1q de Kpαq{K, la matrice de µα est la matrice compagnon
Cα associée au polynôme πK,α. En calculant le polynôme caractéristique de la matrice
compagnon, on obtient πK,α “ χµα (polynôme caractéristique dans toute extension L{K
qui contient α), puis NKpαq{Kpαq “ p´1qma0.

Théorème 59. Développement
Si L{K contient un corps de décomposition Kpx1, . . . , xmq{K de πK,α alors on a une tour
d’extension L{Kpx1, . . . , xmq{K, les relations-coefficients racines donnentNKpαq{Kpαq “

x0 . . . xm et la matrice dans une certaine K-base de L de µα est diagonale par blocs, avec
rL : Kpx1, . . . , xmqs blocs diagonaux Cα. Il s’en suit NL{Kpαq “ px0 . . . xmqrL:Kpx1,...,xmqs

III Un outil de géométrie

III.A Cramer et la géométrie : coordonnées barycentriques
[Aud06]

Définition 60 (barycentre). On appelle barycentre du système de points pondérés

pAi, λiq1ďiďn l’unique point G P E tel que
n

ÿ

i“1

λi
ÝÝÑ
AiG “

ÝÑ
0 .

Proposition 61 (formule du barycentre). Soient A,B,C tois points non alignés du
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plan affine. Alors :

detp
ÝÝÑ
BC,

ÝÝÑ
CMq

ÝÝÑ
AM ` detp

ÝÝÑ
AM,

ÝÑ
ACq

ÝÝÑ
BM ` detp

ÝÝÑ
AB,

ÝÝÑ
AMq

ÝÝÑ
CM “

ÝÑ
0 .

Remarque 62 (aire d’un triangle). Les coordonnées barycentriques de M P P se
réinterprètent en terme d’aire de triangle dont M est un sommet. Faire un dessin.

Application 63 (coordonnées centre cercle inscrit). Les coordonnées barycentriques
du centre du cercle inscrit sont pA, aq, pB, bq, pC, cq.

III.B Volume [Sam71]

Théorème 64. Soit H un sous-groupe discret de Rn, alors H est engendré (comme Z-
module) par r vecteurs indépendants de Rn.

Exemple 65. faire un dessin dans R2

Définition 66. Un sous-groupe discret de rang n de Rn est appelé réseau de Rn

Lemme 67. Développement
Soit H un réseau de Rn. Soit e une Z-base de H. Le volume VpPeq du parallélogramme

Pe “ t

n
ÿ

i“1

aiei { 0 ď ai ă 1u est indépendant de la base e choisie pour H. On l’appelle

covolume de H, noté CovolpHq.

Proposition 68. Développement

CovolpHq “

¨

˚

˝

det

¨

˚

˝

xe1, e1y . . . xe1, eny

...
...

xen, e1y . . . xen, eny

˛

‹

‚

˛

‹

‚

1{2

Remarque 69. faire un dessin de pavé

Théorème 70 (Minkowski). Développement
Soit H un réseau de Rn. Soit S une partie mesurable de Rn tel que VpSq ą CovolpHq.
Alors il existe x et y éléments de S distincts tels que x´ y P H.

Corollaire 71. Soit H un réseau de Rn. Soit S une partie mesurable de Rn convexe et
symétrique par rapport à 0. Si VpSq ą 2nCovolpHq alors S X H contient un point autre
que 0.

Application 72. Soit p un nombre premier impair. Alors p est somme de deux carrés si
et seulement si p “ 1 pmod 4q

Théorème 73 (Thèorème de changement de variables). Soient U un ouvert de Rn,
et φ un C1-difféormorphisme de U sur V “ φpUq. Alors V est mesurable et pour toute
fonction intégrable f : V Ñ R, on a

ż

V

fpvqdv “

ż

U

fpφpuqq|detpdφqpuq|du

Corollaire 74 (Coordonnées polaires). Dans R2, on désigne par pr, θq P R˚
` ˆ r0, 2πr

les coordonnées polaires et px, yq “ pr cos θ, r sin θq les coordonnées cartésiennes.
Soit U (resp. V ) un ouvert de R2 représenté en coordonées cartésiennes (resp. coordoonées
polaires). Alors,

ż

U

fpx, yqdxdy “

ĳ

V

fprcosθ, rsinθqqrdrdrθ

Application 75 (Intégrale de Gauss).

ż `8

´8

e´x2

dx “
?
π

III.C Matrices de Gram [Gri18]

Définition 76. Soit pE, x., .yq un espace euclidien et tv1, ..., vpu une famille ordonnée de
vecteurs de E. On appelle matrice de Gram associée la famille pv1, ..., vpq, la matrice

Gpv1, ..., vpq “

¨

˚

˝

xv1, v1y . . . xv1, vpy

...
. . .

...
xvp, v1y . . . xvp, vpy

˛

‹

‚

On note Gpv1, ..., vpq “ detpGrampv1, ..., vpqq.

Exemple 77. Sur E “ L2pΩ, T ,Pq muni du produit scalaire xX,Y y “ ErXY s, la ma-
trice de covariance d’un vecteur aléatoire X “ pX1, . . . , Xnq est la matrice de Gram de la
famille pX1 ´ ErX1s, . . . , Xn ´ ErXnsq

Proposition 78. La famille pv1, . . . , vnq est libre si et seulement si Gpv1, . . . , vnq ‰ 0

Théorème 79. Soient tv1, ..., vpu une famille libre de E, F “ Vecttv1, ..., vpu et x P E.
Alors,

dpx, F q2 “
Gpx, v1, ..., vpq

Gpv1, ..., vpq

Application 80 (Inégalité de Hadamard). Soient x1, . . . , xn des vecteurs dans Rn.
Alors :

|detpx1, . . . , xnq| ď }x1} . . . }xn}

III.D Résultants [BCG`17] et [Ulm18]

Définition 81 (matrice de Sylvester). Soit A un anneau commutatif. Soit f, g P ArT s

deux polynômes de degrés respectifs n et m. On note : f “

n
ÿ

i“0

aiT
i et g “

m
ÿ

i“0

biT
i. Alors
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la matrice de Sylvester est la matrice :

Sylpf, gq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

an . . . a0
. . . . . .

. . . . . .
an . . . a0

bm . . . . . . b0
. . . . . .

bm . . . . . . b0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

P Mm`npAq.

Le déterminant de cette matrice est appelé résultant de f et g, noté ResT pf, gq

Exemple 82. On considère l’anneau QrX,Y, Zs et les polynômes :

f1 “ Z ´ pX ` Y q

f2 “ X2 ´ 2
f3 “ Y 2 ´ 3

Alors :
ResXpf1, f2q “ Y 2 ´ 2Y Z ` Z2 ´ 2

ResY pResXpf1, f2q, f3q “ Z4 ´ 10Z2 ` 1

Remarque 83 (intérêt : polynômes multivariés). Cet outil est particulièrement in-
téressant pour éliminer une variable d’un polynôme multivarié.

Proposition 84. La transposée de Sylpf, gq est la matrice de l’application linéaire :

φf,g :
ArT săm ˆArT săn Ñ ArT săn`m

pU, V q ÞÑ Uf ` V g

dans les bases
`

pTn´1, 0q, pTn´2, 0q, . . . , p1, 0q, p0, Tn´1q, p0, Tn´2q, . . . , p0, 1q
˘

au départ et
pTn`m´1, Tn`m´2, . . . , 1q à l’arrivée.

Théorème 85. Il existe pU, V q P ArXsăm ˆArXsăn tels que Respf, gq “ fU ` V g

Corollaire 86. Respf, gq “ 0 si et seulement si il existe U et V non nuls tels que fU`V g.

Corollaire 87. Si A est un anneau factoriel, alors f, g P ArT s sont premiers entre eux si
et seulement si Respf, gq ‰ 0.
Autrement dit Respf, gq “ 0 si et seulement si f et g ont un facteur commun.

Application 88 (Formule de Héron). On considère la figure (faire un dessin). Alors
l’aire ∆ du triangle ABC vérifie :

∆ “
1

4

a

pa` b` cqpa` b´ cqpa´ b` cqp´a` b` cq.
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